Equations différentielles linéaires scalaire du second ordre

dx(t)
dt

+b(t)x(t)=c(t)

1. Cas général ; Equations a coefficients non constants :
2. Equations a coefficients constants :

1. Cas général ; Equations a coefficients non constants :

Les fonctions a, b et ¢ définies sur un intervalle I de R sont continues a valeurs réelles ou complexes.
D’apres le théoreme d’existence et d’unicité, 1’équation possede une unique solution définie sur I
vérifiant les conditions initiales :

x(t,)=x%, et x(t,)=v,.
Supposons que I’on connaisse une solution particuliere x, de cette équation. On a alors
X,+ax,+bx =c.

On note x =X, +x et le probleme revient a trouver x,. Reportons x dans I’équation générale. Il
vient :

%, +X +a(k, +X,)+b(x, +x,)=c
et comme X, est une solution particuliere ;
X, +ax, +bx, =0.
x,, est la solution de I’équation homogene (sans second membre).

La solution générale x est donc la somme : - de la solution de I’équation homogene, x,
- d’une solution particuliere x

Solution x, : L’ensemble des solutions de 1’équation homogene est un espace vectoriel de dimension
2 (d’apres le théoreme d’existence et d’unicité des solutions a partir des deux conditions initiales).
Toute solution de 1’équation homogene x, est donc une combinaison linéaire de deux solutions
linéairement indépendantes x, et x, de I’équation homogene ; x, = o, X, +o,X, . Et les fonctions x, et
x, sont linéairement indépendantes si leur wronskien est non nul, c'est-a-dire :

X
W(xl,x2)=x X
X

X

1 2

#0.

= Si I’on ne connait aucune solution de 1’équation homogene, il n’existe pas de méthode générale
pour trouver la solution de 1’équation complete avec second membre.

= Si I’on connait une solution (x,0ou x,) de I’équation homogene, il est possible d’obtenir 1’autre
solution de I’équation homogene donc x, et la solution particuliere x, par des méthodes de la

variation de la constante.

Solution complete x =x, +x, :
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Premiere méthode : Connaissant x,, on va déduire directement x =0, X, +0,X, +X, ou o, et o, sont
des constantes.

On cherche la solution générale sous la forme x(t)=k(t)x,(t). Le probleme revient donc a
déterminer k(t). En dérivant x :

x=kx, +kx, et X =kx, +2k%, +kX,.
En reportant dans I’équation générale :
kx, +2k%, +k +a(kx, +k%, )+bkx, =c.

Comme x, est solution de 1’équation homogene on déduit :

k+[ax1+2xljk:£.
X X

C’est une équation du premier ordre en k que I’on sait résoudre. Posons :

ol ax +2x
el

La solution de I’équation homogene en k est kh =Ae ™", et par variation de la constante A, on obtient :

. c c
A=—c¢" et Azj—eth+a2,
xl xl

ou o, est une constante d’intégration. En posant :
c _
sz—eth et H:je Fdt,
xl

On a donc :
k=(G+a,)e™ et k=[Ge di+a,[e di+a,

ou o, est une constante d’intégration. Et puisque x =k x, on obtient :
X =0, X, +0, XIJ‘e’th + XIIG efdt

ou encore :
X =0, X, +0, X, H+XIIGHdt .

Le premier terme de cette expression correspond a la solution connue x,de 1I’équation homogene.
On vérifie facilement que le deuxieme terme x, = x, H est I’autre solution de I’équation homogene et
linéairement indépendante de x, car :

Xl X2 . . . . . 2 -F
W(x,,x,)=|" . =X1X2—X1X2=X1(X1H+X1H)—X1X1H=XIC #0
X

1 X2
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On vérifie également que le troisieme terme X, =XIIG Hdt (contenant c) est une solution
particuliere.

Exemple :

Une solution évidente de 1’équation homogene est x, =k t* ol k est une constante.
Cherchons maintenant la solution de I’équation générale sous la forme x(t)=k(t)t*. En dérivant
deux fois x on obtient :

x=kt®+2tk et X=kt>+4tk+2k.

Puis dans I’équation générale il vient apres simplification, 1’équation du premier ordre en k :
.71
k+—k=-.
2t t

. . : 7 -
La solution de I’équation homogene est k, =Aexp(—jz—dtj=At % , ou A est une constante.
t

L’utilisation de la méthode de la variation de la constante A permet d’écrire :

k(t)=A(1) et k=AlS -%A{%.

. CL ; 3 . 27 Col
Et en reportant dans 1’équation en kil vient: A ='[/2 d’ou A =—tA +0o, ol O, est une constante
d’intégration. Finalement : 7

. ) 2 2 . -5 2
k=oc2t4+— et k=——a2t4+—t+oc1,
5 7
Puis x =k t* s’écrit :
-1 2
x:oclt2+oczt5+7t3

avec o, et o, deux constantes. t™> est la deuxiéme solution de 1’équation homogéne. On vérifie

W(tz,t’vz) #0 donc t* et t™'? sont indépendantes. La solution particuliere est 2t / 7.

Deuxieme méthode : Connaissant x, et X, deux solutions linéairement indépendantes de I’équation
homogene , x, =a x, +b x,. La variation des deux constantes a et b permet alors d’obtenir la solution
générale x =0, X, +0, X, +X,.

(si 'on ne connait que x, on peut toujours déterminer X, par la premicre méthode dans le cas
particulier oit ¢=0).

On cherche la solution x de I’équation compléte, tel que :
{X(t) =a(t)x, (6)+b(t)x,(t)
x(t)=a(t)%, (t) +b(t)%, (t)
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La dérivée de la premiere relation donne :
X=ax, +ax, +bx, +bx,,

et d’apres la deuxieme :
ax, + b X, =0.

La dérivée de la deuxie¢me relation donne :
X=ax, +aX, +bx, +bx,.

En reportant dans 1’équation complete et en tenant compte du fait que x, et
I’équation homogene il vient :

ax +bx,=c.

On a donc obtenu un systeme de deux équations a deux inconnues a et b :

a 0 X, X,
M| . |= avec M=|
b c X, X,

La matrice M est inversible car detM =W (x,,x,)=x; H#0 et:

Donc :

RN bl

X, C X,
a=-— — [dt+o, =—|| =G |[dt+ o
I[Xij 1 I(Xl j 1

C
b:I(—det+a2 =G+a,

X

et:

ou a, et o, sont deux constantes. Finalement x =a x, + b x, donne :

X, -
X =0,X, +0,X, +x2G—XII[—2dot :

X
La solution particuliere est :

X, =x2G—X1j(ﬁGJdt.

X

X, sont solutions de
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Vérifions qu’elle est identique a celle obtenue par la premiere méthode. Pour cela on reporte
x, =x, Hdans I’expression de x, ce qui donne :

X, =x,HG-x,[(HG)dt=x,{HG - [(HG)dt} =x, [GHdt,

résultat déja obtenu.

Exemple :

On suppose connu les deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogene :

7

>

2

x, =t et x,=t

et on cherche la solution générale x tel que :
-1
x=at+bt 2
. b -3y >
Xx=a2t——t %
2
ou a et b sont fonction de t. La dérivée de la premiere relation comparée a la deuxieme conduit

a a=-bt?. On dérive la deuxieme relation et en reportant X, X et X dans 1’équation complete on
obtient :

é2t—P¢?é=t.
2

De ces deux derniéres équations on déduit :

.2 .2
a=— a=—t+0€l
52 donc S 4
. 5 . 7
b=—Z¢ b=t/ ta,
5 35

ou q, et o, sont deux constantes, et la solution générale :
2 4 7 -1 -2
x:(?+aJﬁ+(j£wé+%Jvé=%ﬁ+agé+7€.

2. Equations a coefficients constants :

Dans ce cas particulier, a et b sont des réels ou des complexes. Mais ¢ est toujours une fonction
continue définie sur un intervalle I de R, a valeurs réelles ou complexes.

Le principe de la résolution est basé sur la réécriture de I’équation différentielle scalaire du second
ordre sous la forme de deux équations différentielles scalaires du premier ordre.

En notant v=X, I’équation X+ax+bx=c(t) devient :

{V+av+bx =c(t)

X=V

2

ou encore :
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X+AX=C(t), avec X:(Zj’ A=(_a1 EJ et C(t):(c(t)}

C’est donc une équation différentielle linéaire (non scalaire) du premier ordre avec les conditions
initiales v(t,)=x(t,)=v, et x(t,)=x,.

Exemple 1 :
X+3x+2x=¢".

En notant v=x cette équation peut se mettre sous la forme :

Vv+3v+2x=e
X=v .

Ou:

X+AX=C(t), avec X:(Zj, A:(3 2] et C(t):(etj.

Avec les conditions initiales v(t,)=v, et x(t,)=x,.

= Recherche des valeurs propres de A :
On note A les valeurs propres et V les vecteurs propres. Le polyndme caractéristique de A est :

3-A 2

P(Mz‘ 1 -

‘=x2-3x+z=(x-1)(x-z).

Il y a deux valeurs propres réelles distinctes A, =1 et A, =2. La matrice A est donc diagonalisable
sur R.

= Recherche des vecteurs propres :
Pour A, =1 ; on cherche le vecteur propre V,(x,y). Puisque AV, =V,,ona:

2x+2y=0
—x-y=0"

Le sous espace propre associé a A, =1 est de dimension 1 (c’est une droite). On peut donc choisir :

Pour A, =2 ; on cherche le vecteur propre V, (x,y).Puisque AV, =2V,,ona:

x+2y=0
-x-2y=0"

Le sous espace propre associé a A, =2 est de dimension 1. On peut donc choisir :
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La matrice de passage P de la base de E dans laquelle s’exprime la matrice A a la base des vecteurs
propres dans laquelle s’exprime la matrice diagonale D est :

p:(vlvz):( ! 2}

-1 -1

Il reste & déterminer I’inverse de P pour calculer P™'C.

P—l _ 1 t

= ComP.
detP

Dans notre cas, detP =1 et :

-1 1 . N
ComP = , dou P'= .
-2 1 1 1

_at
P~'C =£ etj,
€

En notant Q=P "X, les équations découplées a résoudre sont Q+DQ=P'C clest-a-dire :

On déduit :

q,+q,= -
q,+2q,=¢"

* Solutionde q,+q,=—¢"".

La solution de 1’équation homogene est q, =k, ™. La méthode de la variation de la constante permet
d’obtenir k, =—let k, =A, —t (A, une constante) et donc :

q =(A —t)e".
* Solutionde g, +2q, =¢".
La solution de I’équation homogene est q, =k, e . La méthode de la variation de la constante
permet de trouver k, =e' et k, =A, +e' donc :

q,=Ae” +e".

Finalement, la solution X =PQ s’écrit :
X -1 -1){q, -9, 79, ’

v=(A —t+2)e" +2A,e7
x=(-A +t-1)e —A,e™’

Donc :

Les constantes A, et A, sont fixées par les conditions initiales. At=0ona:
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{VO=A1+2+2A2 onc {Alz—vo—2xo

Xo=—A,—-1-A, " A, =x,+v,—1

x=(vy+2x,+t=1)e™ =(x,+ v, —1)e™.

Exemple 2 : I’ oscillateur harmonique.
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